UNIVERSITE SULTAN MOULAY SLIMANE
FACULTE POLYDISCIPLINAIRE DE KHOURIBGA

Série d’exercices n° 2

Exercice 1
Soit A I'ensemble des fonctions f : C —+ C de la forme

J(2)=az 482 (a,f€C)

(A, 4, 0) est-il un anneau ?

Exercice 2
1. Trouver tous les sous-anneaux de (Z, +, x).
2. Trouver tous les morphismes d'anneaux de (Z, +, x ).

Exercice 3
Soit D I'ensemble des nombres décimaux :

n={£_-|aez.neu}

Montrer que (ID, +, ¥ ) est un anneau. Déterminer le groupe des unités de D.

Exercice 4
On considere 'ensemble
A= {m+nV6|mneZ)
1. Montrer que (A, +, x ) est un annean intégre.

2. Montrer que I'application
¢ A - A

m+m/§ 4 m—n\/é

est un automorphisme d’anneaux.
3. Soitx € A. On pose N(z) = x¢(x). Etablir que

vr,y€ A N(z xy)= N(x)x N(y)

5. Vérifier que 5 + 2v/6 est inversible dans A et calculer son inverse.

Exercice §
Soh(A.+.x)unnnmuinlégleﬂni.Monmquutunoorps.

Exercice 6
1. Soient (A.+.x)ununmummumlf.etlet.ldeuidemub.d.

Montrer que / 1 J et [ + J sont des idéaux de A.
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2. Onpose A = Z,1 = aZ.etJ = bZ, ob a,b € N. Montrer que
I14+J=dZ avec d=aAlb
INJ=mZ avec m=aVb

Exercice 7 (Caractéristique d'un corps)

Soit (K, +, x) un corps commutatif. On considére le morphisme d’anneaux suivant :

f:(z.-h)() -P (K.+,X)
m — mlg

Alors, ker(f) = {m € Z | mlg = O} est un sous-groupe de (Z, +).
D’aprés 1'Exercice 3 de la Série 1, il existe un unique n € N tel que ker(f) = nZ.
L’entier n est appelé la caractéristique du corps K.

1. Quelle est la valeur de n lorsque K = R?
2. On suppose que le corps K est fini. Montrer que 1 est un nombre premier.

Exercice 8 (Anneau (Z/nZ, +, %))
On considére le groupe (Z/nZ, +) (voir I'Exercice 7 de la Série 1), ou n € N*.
On munit I'ensemble quotient Z/nZ d’une deuxiéme loi de composition interne :

axb=ab, Va,beZ/nl

1. Montrer que (Z/nZ, 4, x ) est un anneau.

2. Montrer que (Z/nZ, 4, x ) est un corps 51 2 seulement si n est premier.




